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MATEMATICA
QUESTAO 01

Sabe-se que:

a=[a]+{a},vacR, onde [a] éa parte inteirade a
x+[y]+{z} =42

y+[z]+{x}=3,6,comx, yezeR
z+[x]+{y}=2

Determineovalorde x -y + zZ.

Resolucao
Somando as trés equagdes, membro a membro, temos:

x+[x]+{x}+y+[y]+{y}+z+[z]+{z}=42+36+2=98
Como a = [a] + {a}:
2. (x+y+2)=98=x+y+z=49

Subtraindo sucessivamente esta equagdo da primeira, da segunda e
da terceira e lembrando de que a = [a} + {a} , vem que:

{[z] =0

ro ol =07 t)-07 =

i3 (2]

z;,[i}r):/{i}:1,3:>{z}+[x]:1,3:{[x]_1

. " {z}=0,3
[v]=2
x-{ix%—%ﬁﬁ =2,9={x}+[y]=29= {{x} =0,9

Assim, determinamos x, y e z:
x=[x]+{x}=1+0,9=1,9
y=[y]+{y}=2+0,7=2,7
z=[z]+{z}=0+0,3=0,3

Conseqlientemente:
X-y+2=19-27+0,3=|x-y+2z=-0,5

QUESTAO 02

Um tridngulo isésceles possui seus vértices da base sobre o eixo das
abscissas e o terceiro vértice, B, sobre o eixo positivo das ordenadas.

Sabe-se que a base mede b e seu angulo oposto B=120°.
Considere o lugar geométrico dos pontos cujo quadrado da distancia a
reta suporte da base do triangulo € igual ao produto das distancias as
outras duas retas que suportam os dois outros lados. Determine a(s)
equacdo(bes) do lugar geométrico e identifique a(s) curva(s)
descrita(s).

Resolucao
Por hipétese, podemos construir o seguinte plano cartesiano:
A
y
B P(xy)
60° [ 60°
30° 30°
[*] >
A [;b,o] C [E,oj x
2 2

Para determinar as retas AB e BC, sabemos que:
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a) o coeficiente angular é dado por tg o, onde o € o angulo que a reta
forma com o eixo x no sentido anti-horario;

b) usando tg 30°, temos que a intersecgdo das retas com o eixo y &
dada por n, onde:

.. n _=b b3
tg30 7§:>3n7x/§.53n77 .
2
Com isso, temos as seguintes retas:
(AB) y:ﬁ +@@£X_y+ﬁ=0
6 3 6
(BC) y:_ﬁx_ﬁQEX_'.y_ﬁ:O
3 6 3 6

O lugar %eométrico dos pontos P(x,y) pedido € dado por:
(dp, eixox)” = dp.aB.dp ae.
Assim:

3 6 3 6
y’= =

{8 8]

3 3

Com isso, temos as seguintes possibilidades:
1) para o sinal de “+”:
2 2
2
iyzz ﬁx — y_ﬁ :>lx2 _1y2+£by_b_:0:>
3 6 3 3 3 12

=1, que é uma

J3b

hipérbole de centro [OWJ , semi-eixo real em x medindo L e

7

semi-eixo imaginario y medindo 7
2) Paraosinalde “-":

2 2
/ / [ 2
_iyzz _SX — y_E :>lx2+ly2+_3by_b_:():>
3 3 6 3 3 3 12

2 2
%{xz+y2+\/§by—b7]—03x2+y2+\/§by—b7—0:

A 2
x2 +y? 3oy + 2 =2 =X+ y+%] =b?, que

3b2 b2+3b2:b2 2
4 4 4

€ uma circunferéncia de centro [0,—@] e raio b.
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QUESTAO 03
Sabe-se que 7,2, =22 e |z,+z,|-|z,-2|=0, sendo z, z,, z, e
z4
z, numeros complexos diferentes de zero. Prove que z, e z, sé&o

ortogonais.

Obs.: numeros ortogonais sao aqueles cujas

representacdes graficas sao perpendiculares entre si e z € o numero
complexo conjugado de z.

complexos

Resolucao
Inicialmente, temos:

|z, +2,|-|2,-z,|=0=|z, + z,| =|z, - Z,|
Dividindo por |z,| em ambos os lados (|z,| =0 )

z
2=

Z,

% 4
Z4

- z
Como z,z, ==%, temos:
z
4

‘z1zz+1‘ :‘2122—1‘

Chamando 2122 =a+bi e tirando o médulo:
‘ZWZ+1‘ :‘21272—1‘
|(@+1)+bi| =|(a—1)+ bil
J@+17 +b% = J(a—17 + b

Logo:
a’+2a+1+b*=a’-2a+1+b*=4a=0=a=0

Desse modo fica claro que z,z, € um imaginario puro.
Chamando agora z, = p,(cosa +isena) e z, = p,(cos 3 +isenf)
(forma trigonométrica dos nimeros complexos) temos:

2, = p,(cos(-3) + isen(-p))
2,2, = pyp,(cos(a - B) + isen(a - B))
Re(2,2,) = pyp, cos(a — B) =0

Como p, e p, séo diferentes de zero:
T
cos(a—ﬁ):O:»a:,B+§+k7r,keZ
Considerando a representacdo geométrica, e levando em
consideragdo a primeira volta, a relagdo entre os argumentos de z,

(o) e z, (B) é dada por o = ﬂi% , 0 que prova a ortogonalidade.

Alm

z,=p,(cosa +i-sena) (cos g+ 1-senp)
z,=p,(cos g +i-sen

z,'= p,(cosa'+i-sena')
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QUESTAO 04

Dada a fungéo F:IN*> — IN com as seguintes caracteristicas:

F(0,0)=1;
F(n,m+1)=q-F(n,m),onde g é um numero real diferente de zero;
F(n+1,0)=r+F(n,0), onde r é um numero real diferente de zero.

2009
Determine o valorde > F(i,i),i € IN .

i=0

Resolugao
Pelo enunciado, temos:
F(1,0)=r+F(0,0)=r+1
F(2,0)=r+F(1,0)=2r + 1
F(3,0)=r+F(2,0)=3r+1
Por indugdo, temos que F(n,0) = nr + 1.
Da mesma maneira:
F(n,1) =q.F(n,0) =q.(nr + 1)
F(n,2) = q.F(n,1) = g°.(nr + 1)
F(n,3) = q.F(n,2) = ¢*.(nr + 1)
Aplicando novamente indug&o temos F(n,m) = q™.(nr+1).
Assim:
2009 2009 2009 2009
DFED)=>d(r+10)=> q+ry iq
i=0 i=0 i=0 i=0
2009
DR =1+9+0" +...+ g% +r.(q+2.9° + 3.9° +...+ 2009.9°%)

i=0

progressao geométrica S

Calculando separadamente os termos, temos, na primeira soma, os
termos de uma progressao geométrica:

2009:1*q

1+9+0° +...+q

Na segunda soma, temos:
S=q+2.49°+3.9° +...+ 2009.g*%®

9S=q*+2.q +3.9* +...+ 2008.9%°% + 2009.%"°
S_q-S:q+q2 +q3 +-"+q2009_2009-q2010
e a(1-9") o0 _ o 4(1-9"%) 2009.9"
S-qgS= 1 q 2009.9”" => S = A_aF g
Substituindo, temos:

2009 1— 2010 (11— 2009 2009. 2010
ZF(I,I)= 1? +r_(q(1_q2 )_ 1_q j

= q (1-q) q

QUESTAO 05

Seja G o ponto de intersecdo das medianas de um triangulo ABC com
area S. Considere os pontos A’, B’ e C’ obtidos por uma rotagao de
180° dos pontos A, B e C, respectivamente, em torno de G. Determine,
em funcdo de S, a area formada pela unido das regides delimitadas
pelos triangulos ABC e A'B'C'.

Resolucao
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G é baricentro do AABC, logo CG = 2MG. Arbitrando MG = x, temos
CG = 2x

Com a rotagdo G também é baricentro do AA'B’C’ e C’'G=2x, seguindo
que CM =x

C

x

c-
Deste modo temos que os triangulos ABG e A'B'G s&do congruentes
(LLL). .

Como GAB = GA’B’ temos que A'B’ e AB sao paralelos.

Assim AABC ~ ARSC e a razédo de semelhanga € MC/TC = 3x/x = 3.
Assim sendo a area do ARSC é (1/3)? da area do AABC. Syrsc = S/9

Por analogia, as areas dos pequenos triangulos da figura também
valem S/9.

s

) 7

y
(\

Além disso, a area solicitada é a area do tridngulo original somada a 3
vezes a area dos tridngulos pequenos:

L

Assim, a area pedida vale A=S+3 g = ?

7
__

7 .

QUESTAO 06

Resolva a seguinte inequagéo, para 0 < x <27 :

3sen’x +2cos® x +4senx — (1+ 4J§)senxcosx +4cosx—(2+ 2\/5) .

2
2senx — 2\/§senx COSX +2C0SX — \/5
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Resolucao
Rearranjando os termos do numerador, temos:

(3sen’x +200s% X —Senxcos X — 2) + 2.(2senx — 2\/2.senxcos x + 200 X —/2)

>2
2senx — 2:/2senxcos X +2cos x—+/2

Logo temos:
3sen®x +2c0s? X — Senxcos X — 2
2senx — 2+/2senxcos x + 2cos x — /2
3sen®x + 2cos® X — senxcos x — 2
2senx — 2+/2senxcos x + 2cos x —/2
sen’x +2—senxcos x —2

ZSenx(1 f«/Ecosx) - \/5(1 f\/icosx)

senx(senx —cosx)

(ZSenx - \/5)(1 f«/icosx)

senx - \/5[\/25 senx — %COS xj
>0

+2>2

>0

>0

>0

T
senx - sen(x - Z)

2[senx - \E] (\E —cos x]
2 2

Portanto,

senx - sen[x - %j
[senx - \/25][\/25 - COSX]

i
senx - sen(x - Zj

>0

Analisando o sinal de f(x)=

senx

v
sen| x ——
( 4) ——H+ Ht e - > x

2
senx—7 >

2
7—COSX > x

Logo o conjunto de valores de x no qual f(x) & positiva é:
7370 52 U | E 2
4 4 4 4

QUESTAO 07
Seja um cubo de base ABCD com aresta a. No interior do cubo,
sobre a diagonal principal, marca-se o ponto V, formando-se a
piramide VABCD. Determine os possiveis valores da altura da
piramide VABCD, em fungcdo de a, sabendo que a soma dos
quadrados das arestas laterais da piramide é igual a ka®, sendo k
um ndmero primo.

Obs.: as arestas laterais da piramide sdo VA, VB, VC e VD.
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Resolucao i)y k=7 : —2<+13<4= -2<\13<4. Para k = 7, somente
Por hipotese, podemos construir o seguinte cubo: podemos usar o sinal de “+” em H.
. Portanto, temos:
' k=3: H= aﬂz H=30ouH-=-2
' 6 2 6
a k=5: H:a—2+ﬁ;
f 6
/ k=7: H=a2" V13 .
: 6
E— -
; QUESTAO 08
Dada uma matriz quadrada A de ordem n, definida da seguinte forma:
; e o0s elementos da linha i da coluna n s&o da forma
: n
ain == . ’
H [n —i+ 1)
e 0s elementos imediatamente abaixo da diagonal principal
/D C s8o unitarios, isto &, a; =1 para i —j=1;
X --------------------------------------- e todos os demais elementos s&o nulos.
w
F Sendo / a matriz identidade de ordem n e det(M) o determinante de
2 uma matriz M , encontre as raizes da equacado det(x-/—-A)=0.
y ~
Resolugao
B ~ . .
A Pela forma como estéo definidas as matrizes, podemos escrever:

Usando Pitagoras nos tridngulos retangulos FAV, FBV, FCV e FDV,

temos:

(VAP =z2+H?

(VB)2=y2+H2

(VC) =w+H?2

(VD) =X +H2 Somando as qzuatro equagoes temos

(VAY + (VB)? + (VC)? )-x +y + W +z +4H2

Do enunciado, (VA)? + (VB) gVC) + (VD)? = ka?, e assim:
X2+ Y+ WP+ 22+ 4H? = ka? (*).

No quadrado ABCD, temos:

1.z =w, ja que F € um ponto da diagonal BD;

2. x+y= aJE ;

3. Considerando a semelhanga entre os triangulos BDE e BFV, temos:

a_ a\/_ y=HV2.
H
De 2 e 3, temos: x= a\/E - H\/_ = \/E(a—H)
4. Usando a relagéo de Stewart no triangulo ABD, temos:
a’x+a’y = Z2(x+y) + xy(x+y) < a’ = xy + 22 &
ZZ=a’—xy
Substituindo x e y em 4, temos:
Z=a>- J2(a—H).HJ/2 =a? - 2(aH - H?).
Logo, substituindo x , y e z, a equagéo (*) fica:
X2+ P+ W2+ 22+ AH = kal o X2 + Y2+ 272° + 4H? = ka?
o [ﬁ(a —/-/)}2 +2H? + 2(a® —2aH + 2H?) + 4H? — ka> = 0 <
12H? — 8aH + 4a” —ka’ = 0.
Resolvendo a equagédo em H, temos:
[ 2 2 _
8a+v48ka“ —128a - H:aZi\/3k 8 .

24 6
Como k é primo, e H € um namero entre 0 e a, temos:

i)3k—8>0 < k=>8/3;
2+y3k-8 “2'(_8<1<:>—2<J_r\/3k—8<4.

ii) 0<a2tVvk=8 “E?;k_8<a<:>0<

Analisando a segunda desigualdade, temos:
+v3k-8<4=>3k-8<16=>k<8;

Verificando as possibilidades, temos:

i)k=3: —2< iﬁ <4 = —2 <41 <4 (verdadeiro)

ii) k=5: —2<iﬁ<4: —2<ﬁ<4, assim, para k = 5, somente
podemos usar o sinal de “+” em H;

H=

X 0 0 -« 0 [”j
n

0 1 x -0 | "
(XI_A)nxn = n-2

0 0 0 - -1 x+(:j

Entédo, expandindo o determinante pelo teorema de Laplace na ultima
coluna, temos:

-1 x - 0 x 0 --- 0
o 2 e 5
0 0 —1 0 0 1
x 0 0 x 0 0
+ +(_ )1+n ( _7+1J -1 x N +--~+(—1)2n'|:X+(:Ji| -1 x
00 —1 0 0

Observe agora que as matrizes acima (com excegao da ultima) séo
triangulares inferiores e, por isso, o determinante delas é o produto
dos elementos da diagonal principal. A Ultima matriz é triangular
superior, de modo que seu determinante também é o produto dos
elementos de sua diagonal principal.

Note também que o numero de elementos iguais a —1 nas diagonais
varia de n—1 até 0, ao mesmo tempo que o nimero de elementos
iguais a x variade 0 até n—1. Assim:

et )= (A T
)" '[n —r:' + 1] A () e ()7 -{X + [:ﬂ X

n
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det(xl—A):[2J+(nn 1]~x*+~~+[n n 1j-x”1+~~+(:)x"’*+x~x”’1
- —i+

det(x/—A)= Z:ﬁo(rjxf =(x+1)
U
-A)=0, entéo:

det(x/ —A)=(x+1)" =0 =[x =—1]

Logo, a equacgéo apresenta uma unica raiz ( x =—1) de multiplicidade
n.

A equagéo pedida & det(x/

QUESTAO 09
A figura abaixo é composta de 16 quadrados menores. De quantas
formas é possivel preencher estes quadrados com os numeros 1, 2, 3
e 4, de modo que um numero nao pode aparecer 2 vezes em:

. uma mesma linha.
. uma mesma coluna.

e cada um dos quatro quadrados demarcados pelas linhas
continuas.

RN PR [

Resolugao
Ha 4! = 24 maneiras de preencher o quadrado A com os numeros 1, 2,
3, 4. Feito isso, vamos agora preencher o quadrado D. Colocamos o
numero 1 em qualquer posi¢cdo do quadrado D (4 maneiras). Depois
disso, teremos uma situagdo como a seguinte:

—_—

2
AlB 34| |x

cla
c|D M0k

Agora, o numero a ndo pode ser 2, pois ficariamos sem opgao para x,
e 0 numero b ndo pode ser 3, pois ficariamos sem opgdo para y.
Assim, nosso proximo passo é escolher o valor de ¢ entre os nimeros
2, 3 e 4, o que determina imediatamente a e b devido as restricbes
que acabamos de observar. E facil ver que, para as demais posigbes
do numero 1 em D, obtemos uma situagéo analoga. Logo ha 4 x 3 =
12 maneiras de completar o quadrado D depois de preenchido o A.
Feito isso, todos os espagos que sobraram tém uma unica maneira de
serem preenchidos. Assim, o niimero total de maneiras de preencher os quadrados é
24 x12=288.

O ELITE RESOLVE IME 2009 — MATEMATICA - DISCURSIVAS

QUESTAO 10

Seja a wuma constante real positiva. Resolva a equagéo
Jaya+va®+x? +yBaya-val+x* =2J2x, para xecR e
0<x<a.
Resolucao
Desenvolvendo a equagao dada, temos:
\/Ex/a +/a> - x? +\/£\/a —Vai-x* =22x =

IJm 3aJa m 2B
e 1+m+J3_af 1-@22@3
e

Agora, como 0< x<a, dividindo toda essa desigualdade por a>0

f\/ (_]rJ o152

N[ =

X . . .
temos 0<—<1. Assim, para cada a> x, existe um Unico R,
a
T X
com OSHSE, para o qual —=sené .
a

Como 0<6@< % , vale que cos@ >0 . Portanto:

2
1—(1j =1-sen29 =+/cos? @ =| cosd |- cos &
a

A equacio fica reduzida a:

%\/1+cose +§\/1—c036 :\/§~sen9

Utilizando as relagbes de arco duplo, temos:
1+cos @ = 2cos? (gj

cos 8 = 2 cos? [g] —1=1-2sen’ (gj ES
1-cos 6 = 2sen? [gj

sen( 50

= , de modo que:

z
4
cos 0
2)

% /20032 2 +£ fZSenz(g] =2 .send =

Wcos( j

E _
V4 o Va o0

sen| — |-cos| — |+cos| — |-sen| — |=send =
(5 on(3)rooe(§ ool

sen[£+£j=sen9
6 2

N
v

Como Osﬁsﬁzoﬁﬁs
2 2

|
\%

sen(gj‘ = \/§~sen0 =
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Como 0<0<Z=0<l<Z 020, 2 2 7,
2 2 4 6 2 6 4 6
r.8,x2.5%
6 2 6 12

Logo g+% pertence ao primeiro quadrante.

Assim, sendo 0 e g+% dois angulos do primeiro quadrante, tais

que sen[%+gj=sen9, a unica possibilidade é que eles sejam

iguais. Logo:
9-0. 7 o7
2 6 3
Temos entao: X_ sen| ~ == ﬁ
a 3 2
=33,
2
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