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MATEMATICA /’
B,
QUESTAO 01 y /
Na figura ao lado, a reta r tem equacdo y = 24/2x+1 no plano 1242 +1 ?,
cartesiano Oxy. Além disso, os pontos B, B, B,, B, estéo na reta r, N B //
sendo B, =(0,1). Os pontos A, A,A, A, estdo no eixo Ox, com 6v2+1 pd
e
— / R
A,=0=(0,0). O ponto D, pertence ao segmento AB,, para 1/ . 2
1
1<i<3. / Ro
Os segmentos AB,, AB,, AB, sdo paralelos ao eixo Oy, os
segmentos B,D,, BD,, B,D, sdo paralelos ao eixo Ox, e a distancia O 3 A3 A,3 A, X
entre B.e B, éiguala9,para 0<i<2.
S; =3:1=3
r 'l
B, Sp, =3:(6v2+1)=18V2+3
y B, /o Sp, =3-(12v2+1) =362 +3
AT s
B. . , o
1/_.52 Assim, a soma (S) das areas pedida é dada por:
B, yd ) S =Sy +Sn, +Sp, =3+(18v2+3)+ (362 +3) =
yd ! S=542+9
QUESTAO 02
Na figura, estdo representadas a circunferéncia C, de centro O e raio
o Ay Ay Ay X 2, e 0s pontos A, B, P e Q, de tal modo que:

Nessas condicdes:
a) Determine as abscissas de A, A, A,.

b) Sendo R,

para0<i<2, calcule a soma das areas dos retangulos R, , R, e R, .
Resolucao

a) Como o coeficiente angular da reta r é dado por m=tga =22 e

o retdngulo de base A A, e altura A, D, ,,

0<a<90°, construimos o seguinte triangulo para determinacéo dos
valores de sena e cosa.:

XZZ(Z\/E)2+123X:3

X 22 Logo:

o . sena =£ e COS(x:l
3 3

Como a distancia entre B, e B, , éigual a9 para 0<i <2, temos:
AA _AA _AA 1

9 9 9 3
De onde concluimos que AA, =AA =AA, =3.

Ccosa =

Dessa forma, como os pontos A;, A; e Az se encontram sobre 0 eixo
das abscissas, temos:

[A=(30), A=(60) e A=(90)

b) As ordenadas dos pontos Di, D; e D3 séo iguais as ordenadas dos
pontos By, B; e B,, respectivamente. Podemos calcula-las de acordo

com aequacgao daretar (y = 242x +1), sabendo que as abscissas de
Bo, B1 € B, sdo iguais as abscissas de Ao, A; e A, respectivamente:
D1 yp, =Yg, = 2\/§~XBD +1=24/2.0+1=1

D2l Yo, = Ve =2v2 Xy +1=2v2-3+1=6v2+1
Ds: Yo, =Yg, =2\/§'X52+1=2\/§-6+1:12\/§+1

Calculamos, assim, as &reas indicadas na figura a seguir:

1. O ponto O pertence ao segmento PQ .
2.0P=1,0Q=+2.
3. A e B sao pontos da circunferéncia, AP L @ e @ L @ .

Assim sendo, determine:

a) A area do triangulo APO .
b) Os comprimentos dos arcos determinados porAe Bem C .
c) A area da regido hachurada.
Resolucao
Observe pela figura, que o raio R da circunferéncia é tal que
R = OA = OB, portanto, OA = OB = 2:

WAV

A B
a) Para encontrar a area do triangulo APO, basta encontrar a medida
de AP, utilizando o teorema de Pitagoras:
AP? +12 =22 = AP? +1=4 = AP? =3 = AP = /3 , uma vez que AP
ndo pode ter valor negativo.
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Logo, a area de APO sera:

APPO _ V3.1 _ NE)
2

2 2
b) Para encontrar o comprimento do arco AB, precisamos do angulo
desse arco, pela figura podemos encontrar
POA = o usandocosa = % = cosa = % = a=60°, da mesma

V2

forma podemos achar BéQ =B =cosPf= - = p=45°.

Assim, AOB = 180°-60°—45°= 75° .
Portanto, o menor comprimento do arco AB é:
_ AOB _75° 5

menor . = 2n2=—A41=>
360° 360° 24

2.nt.R

menor

= %n (unidades de comprimento)

O maior comprimento de AB, por sua vez, é dado por:

AB =2.tR-AB

maior menor

= 2.n.2—§n =
6

maior

AB = %n (unidades de comprimento)

) A area da regido hachurada é a soma das areas do triangulo APO,
do triangulo OQB e do setor circular AOB.

V3

Area de APO = -5 encontrado no item (a).

V242 _2 .

Area de BOQ = % =

2 2
L - (o]
Area do setor OAB = 2908 12 5% 152 5
360° 360° 6
. i , 3 5 3v3+6+5
Logo, a area da regifio hachurada é: g +1+ i %

QUESTAO 03
Considere o sistema de equagfes nas variaveis x e y, dado por

4x +2m’y =0
2mx+(2m-1)y =0

Desse modo:

a) Resolva o sistema param = 1.

b) Determine todos os valores de m para 0s quais 0 sistema possui

infinitas solucdes.

c) Determine todos os valores de m para os quais 0 sistema admite

uma solugdo da forma (x,y)=(a,1) , sendo o um numero irracional.

Resolucao

a) Substituindo m =1, temos o seguinte sistema:
4x+2y =0 (+2):> 2x+y=0
2x+y=0 2x+y=0

Ou seja, temos um sistema possivel e indeterminado.

Fazendo x =2 =y =-21 . Logo, |S = {(1,-21.), V1 e R}

b) Como o sistema dado (em funcdo de m) é homogéneo, ele sera
sempre possivel, pois admite sempre a solucéo trivial (0,0). Nesse
caso, para que ele admita infinitas solugbes (sistema possivel e
indeterminado), o determinante da matriz dos coeficientes deve ser
igual a zero:

4  2m?
2m 2m-1

=0=>-4m*+8m-4=0=m®-2m+1=0

E possivel ver que m=1 é raiz da equagdo acima e, portanto,
podemos utilizar o dispositivo pratico de Briot-Ruffini para descobrir as
outras duas raizes:

1 ] 1 0 -2 1
[ 1 1 1 ] o
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Portanto, temos m®-2m+1=0« (Mm-1)-(m*+m-1)=0, de modo
que as outras duas raizes sao dadas por:
-1++5

2
Assim, os valores de m que tornam o sistema possivel e

indeterminado sao:
_1;\5 oum= —1—2\/3

m’+m-1=0=>m-=

m=1,m=

c) Se (x,y)=(o,1), substituindo no sistema dado, vem que:
40.+2m* =0 - 20, =-m®
2ma+(2m-1)=0 (2a)- m+(2m-1)=0

Substituindo a primeira equagao na segunda, obtemos:
-m>)m+2m-1)=0=>m®*-2m+1=0

Tal equacéo é a mesma resolvida no item (b) e, portanto:

—1+45

2

m=1o0u m=

2
. m - A
Assim, sendo o = 5 substituindo cada um dos trés valores de m,

temos:

1 X L .
Para m=1= o= > que n&o ¢é irracional.

Para m=

-1+ +
1‘2\/5 =S o= 3‘4\/5 , que sdo numeros irracionais para

ambos os sinais (+).

Logo, para que a solucdo do sistema linear dado seja da forma
(xy) = (a,]), com a irracional, devemos ter:

m :—_1;\/5 oum :__1_2\/5

QUESTAO 04
O triangulo ABC da figura ao lado é equilatero de lado 1. Os pontos E,

F e G pertencem, respectivamente, aos lados ﬁ, AC e BC do
triangulo. Além disso, os angulos AFE e CGF sao retos e a medida

do segmento AF éx.
C

F&

x/

A E B

Assim, determine:

a) A area do triangulo AFE em funcao de x.

b) O valor de x para o qual o angulo FEG também é reto.
Resolucao

a) Temos que o triangulo ABC é eqilatero, portanto os angulos

internos desse triangulo medem 60°.

/
F/ \
xﬁ o~ \
N0 T 605,
A E B
Desta forma, temos no triangulo AFE:

tgGOO:E: 3 :E:FE: 3.X
X X
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Portanto, a &rea do triangulo retangulo AFE é dado por:

S_AFFE_xJ3-x_\3 .
2 2 2
b) Temos a seguinte representagéo para FEG =90°:
C Na determinagéo dos
A angulos, utilizamos:
AFE =90° .
/60° . }: AEF =30°
FAE =60°
/// 5 G .
AEF =30° N
/ 30%160° R = GEB = 60°
- \\ FEG = 90°
\ GEB =60°
/é‘\{x o\ S EGB =60°
. o —
7A60° 307, 80" 607 i
EGB =60°
A E B > = FGE = 30°
1 > CGF =90°
No tridngulo AFE, temos:
sen30°:L:>1 L:AE 2x
AE 2 AE

Se AE =2x,entdo EB=AB-AE = |[EB =1-2x

No triangulo GEF temos:

B
Como o triangulo EBG é eqiilatero, EB=EG = 1-2x =3x = |X =é

QUESTAO 05
A soma dos cinco primeiros termos de uma PG, de razdo negativa, é

1 , . . .
5 Além disso, a diferenca entre o sétimo termo e o segundo termo

da PG éigual a 3.
Nessas condi¢fes, determine:

a) A razdo da PG.
b) A soma dos trés primeiros termos da PG.
Resolucao

a) Temos uma progressédo geomeétrica (a,, a,, a,, ...) derazdo q<0.

De acordo com o enunciado, temos o seguinte sistema:

1 a-@ -1 1 5
- e S S S Ak 2.a - ~D=g-1
a, +a,+a,+a,+a, 5 q-1 2 :{ a-(9°-1)=q

.q- 5_ =
a7_a2=3 ai'q6_a1'q:3 a'lq (q l) 3

Da segunda equagdo, obtemos: a,-(q° -1) = 3

Substituindo na primeira, vem que:
Z-E:q—lzqz—q—GS:O:»q:—Z oug=3

Como a razdo da PG deve ser negativa, excluimos a possibilidade
g =3, e ficamos com

b) Determinemos inicialmente o primeiro termo da progressédo. Como

a,-(q°-1 :% , substituindo a razdo g =-2 obtida no item (a), temos:

s -3 a1
8 (2 -9="=a=—

Consequientemente, o segundo e o terceiro termo valem:

a=a- Q——( )__Z

= .2:_._22:_
=8, =—(2) =

A soma pedida é dada por:

S, + 1.2 i:>S=i
TR &R T T T $
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QUESTAO 06
Um apreciador deseja adquirir, para sua adega, 10 garrafas de vinho
de um lote constituido por 4 garrafas da Espanha, 5 garrafas da Italia
e 6 garrafas da Franga, todas de diferentes marcas.

a) De quantas maneiras é possivel escolher 10 garrafas desse lote?
b) De quantas maneiras é possivel escolher 10 garrafas do lote, sendo
2 garrafas da Espanha, 4 da Itélia e 4 da Franca?
c) Qual é a probabilidade de que, escolhidas ao acaso, 10 garrafas do
lote, haja exatamente 4 garrafas da Itélia e, pelo menos, uma garrafa
de cada um dos outros dois paises?

Resolucgao
a) Para escolher 10 garrafas dentre as 15 disponiveis,

15 _ 3003 possibilidades|.
10

temos

b) O nimero de maneiras de escolher 2 garrafas da Espanha dentre
as 4 disponiveis é [g =6 maneiras.

O nuamero de maneiras de escolher 4 garrafas da Italia dentre as 5
disponiveis é GJ =5 maneiras.

O numero de maneiras de escolher 4 garrafas da Franca dentre as 6
disponiveis é [?J =15 maneiras.

Pelo principio fundamental da contagem, para que tenhamos ao
mesmo tempo 2 garrafas da Espanha, 4 garrafas da ltalia e 4 garrafas
da Franga, o nimero de possibilidades é dado por:

6-5-15=|450 possibilidades |

¢) Como ja calculado no item (b), temos 5 maneiras de escolher 4
garrafas da Itdlia dentre as 5 disponiveis. O que resta agora escolher
sdo as 6 garrafas restantes para formar o lote com 10 garrafas.

Para que entre essas 6 garrafas tenhamos pelo menos uma da
Espanha e pelo menos uma da Franga, o Unico caso que ndo pode
ocorrer é que as 6 garrafas restantes sejam todas da Franga (uma vez
que ndo temos 6 garrafas da Espanha, apenas 4).

O numero de maneiras de escolhermos 6 garrafas dentre as 10

10
garrafas da Espanha e da Franca é [ 5 j: 210 maneiras.

Somente uma dessas 210 maneiras ndo pode ocorrer, que é aquela
em que escolhemos todas as 6 garrafas da Franca e nenhuma da
Espanha.

Consequientemente, temos 210 — 1 = 209 maneiras de escolher 6
garrafas dentre os paises da Franga e da Espanha de modo que
exista pelo menos uma garrafa de cada um desses dois paises.

O ndmero de possibilidades de formar um lote com 10 garrafas, sendo
4 da ltalia, e pelo menos uma de cada um dos outros dois paises é
dado, pelo principio fundamental da contagem, por 5-209 =1045

1045 95
—slp=—
3003 273

Assim, a probabilidade pedidap é: p =

QUESTAO 07
No plano cartesiano Oxy, a circunferéncia C tem centro no ponto
A=(-51 e é tangente a reta t de equagdo 4x-3y—-2=0 em um
ponto P. Seja ainda Q o ponto de intersec¢éo da reta t com o eixo Ox.

Assim:
a) Determine as coordenadas do ponto P.

b) Escreva uma equagéo para a circunferéncia C.
c) Calcule a area do triangulo APQ.
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Resolucédo c) Determine o valor de m para o qual a imagem de f é igual ao

a) A situagdo descrita no enunciado estd esbogada na figura a seguir,
onde r é a reta que passa pelo ponto A e pelo ponto P, sendo
perpendicular a reta t.

A reta t pode ser reescrita como:

4 2
4x-3y-2=0=>y=—x-=
Yy y 3%73
Em particular, seu coeficiente angular vale m, :%
. 1 3
Sendo r uma reta perpendicular a t, segue que: m, =——=m, = 2
m

t
Consequentemente, uma equagao da reta r seria:

y-y,=m ‘(x—xA):>y—1:—%-(x+5):3x+4y+11:0

Como o ponto P é a intersegdo das retas t e r, temos:
4x -3y -2=0 Xx=-1
Y = =|P=(-1-2)

3Xx+4y +11=0 =-2

b) A medida do raio R da circunferéncia C é igual a distancia entre os
pontos A e P, dada por:

R=d,, =(-5+1)° +(1+2)" =25 =5

Logo, uma equagdo da circunferéncia C, de centro A=(-5,1) e raio
R =5 seria:

C:(x-x)2+(y-v,) =R? :>‘C:(x+5)2 +(y -1? :25‘
c) O ponto Q € o ponto de ordenada y, =0 nareta t, ja que ele € a
intersecdo de t com o eixo das abscissas. Assim:

1 1
4XQ—3-O—2:03XQ:§3Q:(E,OJ

A é&rea do tridngulo APQ pode ser calculada a partir da relagéo

Saro :;\D , onde o determinante D é dado por:
X -5 1 1
A Ya 25
D=|X VY, =-1 -2 1:?.
Xa Yo 1 901
2
Portanto:
1 1125 25
Sarq :E"D‘ 25‘7 = [Sarg =4
QUESTAO 08

Para cada nimero real m, considere a fungdo quadratica
fX)=x>+mx+2.
Nessas condicdes:

a) Determine, em funcdo de m, as coordenadas do vértice da parabola
de equacado y = f (x).

b) Determine os valores de meR para os quais a imagem de f
contém o conjunto {y e R:y >1}.

conjunto {yeR:y>1} e, além disso, f é crescente no conjunto
{xeR:x2>0}
d) Encontre, para a funcéo determinada pelo valor de m do item c) e
paracaday > 2, o Unico valorde x >0talquef(x)=y.

Resolucgao

a) A abscissa do vértice de uma fungdo y=f(x)=a-x?+b-x+c €

dada por x, :—23. Dessa forma, X, =—%.
a

2 2
Como vy, =f(x,), temos vy, =(—%J +m~[—%)+2:—m7+2

) m m?
Logo, as coordenadas do vértice V da parabola sdo (—,— +2

b) A parabola indicada apresenta concavidade para cima (o coeficiente

de x* é positivo). Dessa forma, apresenta ponto de minimo, cuja
- m?
ordenada é igual a y, = _T+ 2.

Assim, o conjunto imagem da fungdo é dado por:
2
Im(f)={y eR:y 2—”21+2}

Como este conjunto deve conter A:{yeR:yzl}, ou seja,

vy e A=y elm(f), qualquer valor real y>1 deve satisfazer a
2
. m .
condicdo y > “ +2 e, assim:

2

T 2cim 4202 [mEZaumea

Esquematicamente:

2
LU A
4 A~

— e —— >
1 y

—

Im(f)

¢) Para que a imagem da funcgéo f seja A= {y eR:y> 1} , devemos ter

2
m
Y, :_T+2:1' 0 que ocorre se e somente se m=-2 ou m=2.

Para estes dois valores de m, temos 0s seguintes graficos:

m=2 m=-2

Logo, apenas para a fungdo é crescente no conjunto
{xeR:x>0}, enquanto que para m=-2, a funcdo apresenta um

trecho decrescente entre x=0 e x=1.

d) Para m=2, f(x)=x*+2x+2.Sendo f(x)=y , temos:

_2i\/m_ +\/ﬁ

x2+2x+2—y=0:x=f_—l_

Como x >0, restringimos a resposta a: |X = —1+4/y —1|.
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QUESTAO 09

Seja x no intervalo }O% { satisfazendo a equacgéo
tg X + isec X = 3
V5 2’
Assim, calcule o valor de
a) sec X.

b) sen(x +1j .
4

Resolucao
a) Temos:

cosx 5 cosx 2

2 3 senx 2 1 3
tgXx+—=-secx=—= +

J5 2

sen x = §cosx _2
NG
Substituindo na rela¢@o fundamental, vem que:
2
sen’x +cos?’x =1= Ecosx —— | +cos’x=1=
2 J5
13 » 6 1 2 2
~——CO0S“ X ———=C0SX ——=0=C0SX =—= 0U COSX = ————
5 5 5 135

T .
Como 0<x <E' segue que cosx >0. Assim, descartamos o valor

2 ) 2
COsSX =————+—, e ficamos com cosx =—.
1345 J5
. J5
Conseqlientemente, como secx = = |secx =—
CcoSs X 2

b) Determinemos o valor de sen x :

3 2 3 (zj 2 1
senx:Ecosx——ff = |-—==—F

5 2\ 5) 5 B
Assim:
T T T
sen| X +— |=Sen X -coS— + CoSX - Sen— =
( 4) 4 4
_ L V2,2 N2 32 3V2 5
5 2 5 2 25 25 5
sen| x+ % =ﬂ
4 10
QUESTAO 10

A figura representa uma piramide ABCDE, cuja base é o retangulo
ABCD. Sabe-se que

V3

AB=CD=—
2
AD=BC=AE=BE=CE=DE=1

1
AP =DQ==
Q=7

e

Nessas condicdes, determine:

a) A medida de BP .

b) A area do trapézio BCQP.

¢) O volume da piramide BPQCE.

O ELITE RESOLVE FUVEST 2009 — SEGUNDA FASE - MATEMATICA
Resolucgao
V3

a) Observe o triangulo isésceles abaixo (face ABE), com AB = - e

AE =BE =1:

2 2 2
:PBZ=1—£~£=1—§=§:P = E=£
2 4 8 8 8 22
= PB——lo
4
b) Como AP =DQ=%, temos que PQ é base média do triangulo
AD 1 . - .
AED. Logo, PQ:T:E. Ainda temos que o trapézio BCQP é

)

isdsceles [PB =QC :T .

Dessa forma podemos construir a seguinte figura:

L Q

. . 1 1 1 1
Pela simetria, PB=QC==(BC-P'Q)==|1-=|==.
Q 2( Q) 2( 2) 4

2 2
No triangulo PP’B, temos [\/i—o] =(%) +h>=nh =%

Assim, a area do trapézio BCQP é igual a:

3
®+byn (H5) 9
ABCQP = 2 = 2 = ABCQP :E
c) A piramide BPQCE tem como base o trapézio BCQP, cuja area é
. 9
igual a =—.
g A =16

Para a determinagéo de sua altura, observe a figura a seguir:
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Temos:
— EM ¢ a altura do triangulo equiilatero EPQ de lado ¢ = % , cujo valor é
Em o3 A3

2 4
— EN ¢é a altura do triangulo equilatero EBC de lado ¢ =1, cujo valor é
en-0B3 38

2 2
— MN é a altura do trapézio BCQP, cujo valor, calculado anteriormente,
é MN = §

4

Nota-se que EM? + MN? =EN?, de modo que o dngulo EMN =90° .

Além disso, PME =90° (altura do triangulo equilatero EPQ).

Dessa forma, como o segmento EM é perpendicular a duas retas
concorrentes, pertencentes ao plano no qual se encontra a base da
piramide, ele é perpendicular a este plano. Além disso, como EM
atinge o vértice, ele é a altura da piramide em questéo, apresentando

Ne

0 comprimento calculado anteriormente: EM = 7

B
Portanto, o volume desta piramide é igual a:
vola polo V3 |, 38
3 316 4 64
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